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Exercice 1

On considére l'espace vectoriel R?, on note Id I'endomorphisme identité de R?.

On note B = (i, j) la base canonique de R?. Le but de cet exercice est de trouver les couples (u, v)
d'endomorphismes de R? vérifiant les 4 assertions suivantes :

(4,) : u* =—Id (il faut comprendre wou =—1Id ).
Ay :v#1d.

(A3): (v—1d ) =0.

(A4y) : Ker (u+v—1d ) # {0}.

1) Etude d'un exemple.
. ) 0 -1 11
Soit les matrices U = et V= .
1 0 01

Vérifier que les endomorphismes u et v dont les matrices dans @ sont respectivement U et V' sont
solutions du probléme posé.

On revient au cas général et on considere un couple (u, v) solution du probleme.

2) a) Montrer que u et v sont des automorphismes de R2, puis donner les expressions de u™' et v’ en
fonction de u, v et Id.
b) Pour tout » de N, exprimer v” comme combinaison linéaire de v et Id.

3) Etablir que Im(v—1d ) =Ker(v—1d).
4) Montrer que dimKer (u+v—-1d)=1.

5) Soit (e;) une base de Ker(u +v—1Id ), on pose : e; = — u(e,).
a) Montrer que (e, e;) est une base de R?2.
b) Donner les matrices U et V' de u et v dans cette base.

6) Donner la conclusion de cet exercice.

Exercice 2
Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considére une variable aléatoire réelle X dont une densité de probabilité est donnée par :

0 six<0

Soit (X, ..., X;,) un n-échantillon de la loi de X. On pose :
1 n
Y, =—> X, etZ,= Inf(X},X;,...X,).
n -
1) a) Déterminer la fonction de répartition F' de X puis reconnaitre la loi de X — 0. En déduire
I’espérance et la variance de X.
b) Montrer que 77, = ¥, — 1 est un estimateur sans biais de 0.

e Vsix>20 o .
fx)= , 0 désignant un réel strictement positif inconnu.

2) a) Déterminer la fonction de répartition de Z, puis reconnaitre la loi de Z,—6.

1 . .
b) Montrer que 15, = Z,—— est un estimateur sans biais de 0.
n

3) Calculer les variances de 77, et T, ,. Que peut-on en conclure ?



4) On veut construire un estimateur 7,, sans biais et convergent de 6, comme combinaison linéaire de
Ty, et T,,. On souhaite, de plus, que la variance de 7, soit la plus petite possible.
On note p le coefficient de corrélation linéaire de 7j ,et 7, ,, supposé constant, et on pose :

Tn = A Ti,n + Ay TZ,n
a) Donner la valeurde a,, +a,,,.
b) Ecrire la variance de 7, comme une fonction f'de q,,, puis déterminer @, et a,, (en fonction

de n et de p) afin que cette fonction soit minimale.
c) Vérifier que la variance de 7), est inférieure ou égale a cellesde 1} , et 75 .

Probléme
Rappel
Pour tout entier naturel # et pour tout réel x tel que | x| <1,ona:

+00 1

2y

Définition

On considére une variable aléatoire N, a valeurs dans N et qui n’est pas la variable nulle.

On pose py = P(N =k).

On dit que la loi de N appartient a la famille de Panjer si et seulement si les p; vérifient la relation de
récurrence suivante (dite relation de Panjer), ou le couple (a, b), élément de ]—oo, 1] x ]0, +oo, est tel

que, lorsque @ est non nul, 1+ 2 est un entier : Vke N*, p, = (a +%j P (D)
a

Partie 1 : quelques exemples

1) Soit N une variable aléatoire vérifiant (1).
a) En admettant que N posséde une variance, déterminer E(N) et V(N) en fonction de a et b.
b) Démontrer que : E(N) = V(N) <> a=0.

2) On suppose, dans cette question, que N suit la loi de Poisson de paramétre A (avec A > 0).
Montrer que N vérifie (1) et donner les valeurs de a et b.
Pouvait-on prévoir la valeur de a obtenue dans cette question ?

3) On suppose, dans cette question, que N suit la loi B(n, p), avec 0 <p < 1.
Montrer que N vérifie (1) et déterminer a et b.

4) On suppose, dans cette question, que N suit la loi binomiale négative 8V (n, p), avec 0 <p <1 etn
entier naturel. On adonc : Vke N, p, = ("+,§‘1 )pk (1-p)".

a) Dans le cas ou n = 1, reconnaitre la loide N +1.
b) Dans le cas général, montrer que N vérifie (1) etque 'ona:a=peta+b=np.

Partie 2 : oit I’on montre que les trois lois ci-dessus sont les seules de la famille de Panjer.
On considére donc dans cette partie une variable aléatoire N dont la loi vérifie (1).

1) Dans cette question, on suppose a = 0.
Montrer que N suit une loi de Poisson dont on donnera le paramétre.



Dans la suite de cette partie, on suppose a # 0.

k-1
2) Montrer que : Vke N*, p; = po a_H(A +17), pour un certain A a préciser en fonction de a et b.
k'

3) On considére ici lecasou 0 <a <1.

a) Montrer, grace au rappel, que, pour tout entier naturel k£, on a : p;, = (A+k’“1 ) a*(1-a)™.

b) En déduire que N suit une loi binomiale négative.

4) On considere ici le cas ou a < 0.
a) Montrer que A <0.
1

(1-a)2 "
¢) En déduire que N suit une loi binomiale et en donner ses parameétres.

b) Montrer que, pour tout entier naturel k£, ona : p, = (‘,{A )(—a)k

Partie 3 : algorithme de Panjer

Pour toute variable aléatoire Y, a valeurs dans N, on définit I’espérance de Y conditionnellement a

+00
I’événement A par E(Y | A) = ZkPA (Y =k) et on admet que I’espérance conditionnelle est linéaire.
k=0

Pour une compagnie d’assurance, la charge sinistrale d’un portefeuille de risques pour une année

N
donnée est représentée par la variable aléatoire X = ZU ., ou Netles U, sont des variables aléatoires a

i=1

valeurs dans N . De plus, les variables aléatoires U; sont indépendantes, identiquement distribuées, de

loi commune décrite par g, = P(U; = k) et indépendantes de M.
On convient que la somme définissant X est nulle si N = 0 et on pose toujours p, = P(N = k).

n
Pour tout entier naturel » non nul, on pose S, = ZU ;-

i=1
1) Montrer que, pour tout j de N, et pour tout » de N*, ona: E(U1 | (Sn =j)) =1
n
2) On pose ¢,,=P(S, =j)et onaévidemment g,, =0 sij>1et g, ,=1sij=0.
9k 9 j—k,n-1

Montrer que : Vk<j, B _ ;) (Ui =k) =

qj,}’l
Dans la suite, on suppose que N vérifie la relation de Panjer.

3) On pose r, = P(X = k).
a) Exprimer ry en fonction des p; et de go.
b) A I’aide des questions précédentes, montrer que :

. e U, .
VieN', r, =Z(a +bE[7,1|(Sn =J)j)[9n—1 q;n

n=1

J
c¢) Etablir que q/,nZZQk 4j—kn1> puis en déduire la formule récursive suivante, appelée

k=0
. . R 1 / bk
algorithme de Panjer : Vj e N°, r, = Z(a S 17/
b l-aqy 1o
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Exercice 1
1) Vérifions matriciellement que les endomorphisme®t v proposés sont solutions du
probleme.

0o - 0 -
U?= = ,doncu?=-d.
1 O 1 O

V #1,doncv #Id.

»_ (0 1)(0 1) (0 O 2
V-1y) _[O OJ(O oj_[o Oj donc (v-1d)“=0.

00 s : .
U+V-l,= [1 Oj’ donc, grace a la derniere colonne nulle de cettteice, on peut écrire

que : u+v-1Id)(j) =0, ce qui prouve que K@r+v-1Id) # {0}.
En conclusion, les endomorphismestv dont les matrices respectives dans la bagesont
U etV sont bien solutions du probléme.

2) a) uou=-ld doncuo(-u)=(-u)ou=1d, ce qui prouve que est bijectif. Comme est un

endomorphisme de 2, u est un automorphisme de? et de plus u™ = —u.

(v-1d)*= 6 doncv?-2v+1d =0, d'ol I'on tire :vo(2ld =v) = (2ld =v)ov=1d.

Ceci prouve que est un endomorphisme bijectif e’ , donc un automorphisme de?,
avec de plusv ™= 2ld -v.

b) On a v2= 2v-1d. En composant pav, on trouve :v>® =2v2-v= 3v-2ld. En
composant encore, on obtiefdt= 4v-3ld .

On va donc montrer par récurrence q@D0 ,v" = nv—-(n-1)Id .

Pourn = 0, cette relation est vraie. Si I'on supposeetie’est vraie pour unfixé dansl] ,
alors, en composant paron a v"*= (nv-(n-1)1d )ov= nv?-(n-1)v, d'ou :

vt =n(2v-1d) - (n-1)v= (n+L)v-nid.
On a bien montré par récurrence @O0 ,v" = nv-(n-1)Id .

3) a) Soitx un élément quelconque de l{1d ), alors il existd, élément dél 2, tel que :
X=(v-1d)(t)

En composant pav—-1d, on obtient: ¢—1d) (X) = (v-1d)t), d'ot (v—1d)(x) = 0, car

(v-1d)?= 0. Ceci prouve queappartient a Kex(- 1d ).

Conclusion : Im¢-1d) O Ker(v-1d).

b) On sait ques # Id, doncv-1d # 0, on est alors sir que Im{1d) # {0}, d’ou I'on peut
conclure que dim Im-1d) = 1. Mais, d’apres le résultat de la question 3a)a o
dim Ker(v-1d) = dim Im(v-1d), on a donc aussi : dim K@r-1d) > 1.
Il est temps d’écrire la formule du rang : dim Ker1d) + dim Im(v-1d) = 2.
La seule possibilité est donc : dim Ker1d) = dim Im(v-1d) = 1.
D’aprés le résultat de la question 3a), on aviaid) [0 Ker (v—-1d) et on vient de voir que
dim Ker(v-1Id) = dim Im (v-1d), on peut alors conclure, d'apres le théoréme aliss
espace, que : Im(-1d) = Ker(v-1d).
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4) Comme Kefu+v-1Id) # {0}, les seules valeurs possibles de dimierv-1d) sont 1 ou
2. Si I'on suppose que dim Ken+v-1d) = 2, alors Keu+v-1Id) = [I 2, c’est-a-dire
u+v-1d= 0. Dans ce cas, on aurait Id = —u, d’ou I'on tirerait alors ¢-1d) % =u? = -d,
mais on sait quev(-1d) > = 0. Il y a une contradiction évidente (ca#0-1d), il est donc
impossible que dim Ket(+v-1d) = 2, ce qui prouve que : dim Ker¢v-1d) = 1.

5) a) Soita etb deux réels tels que)(ae; + be, = 0. En composant paret en tenant compte
du fait queu est linéaire, on obtientau(e;) + bu(ey) = 0.
Mais u(e,) = —e; d’oll u(e;) = —u*(e)) = &, on a donc ae; —be; = 0.

SiI'on avaita # 0, alors on aura#, = Eel, d’ou, en remplagant dang (
a

2 ) 2 + 2 . )
(a+ b;)el = 0. On aurait don(% = 0 (care; est non nul), d'o@? +b? =0, ce qui est

impossible caa # 0. Par conséquerd, est nul et on en déduit aisément, toujours grége a
queb =0.

Conclusion : €, &) est une famille libre de 2 vecteurs dé& et dim 2= 2 donc €, &) est
une base de 2.

b) Par définition desy, e; = —u(e;) doncu(e;) = &, ce qui donne la premiere colonneldle
On a aussil(e;) = —ey, ce qui fournit la deuxieme colonne de

O —
La matrice dai dans la basee{, ;) est donc la matricd = [1 0 j .

D’autre part, (1+v-1d) (&) = 0 doncv(e;) = & —u(ex) = & + €, ce qui donne la deuxieme
colonne deV. Cette égalité s’écrit ausse; = (v—-1d) (&), ce qui prouve que; appartient a
Im(v-1d) = Ker(v-1d), cette derniere égalité provenant de la que&nOn en déduit, par
définition du noyau, quev(-Id)(ey) = 0, c’est-a-dire que(e;) = €.

En résumév(e)) = e, etv(e;) =€, + e, donc :

11
La matrice der dans la basee{, &) est :V = (O 1] .

6) D’apres la premiére question, il existe effectivetraes couplesu(v) qui sont solutions du
probleme posé. La suite de I'exercice prouve qusoce les couplesi(v) d’'endomorphismes

tels qu'il existe une base de? dans laquelle les matrices detv sont respectivemeht etV.

Exercice 2
1) a) Par définition, on a F (x) = |

" f ()t

—00

- Ox<0, F(x)=[ " odt=0.

« Ox20, F(x)=  Odt+[ el )dt =1-e700).

* Posonsy =X -6.
OnaR (X)=P(Y £ X)=P(X £x+0) =F(x+0). On en déduit :
Ox<0, R (x) =0 (puisquex+0<0).
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O0x20, Ry (x)=1-e0*90) =1-¢,
Conclusion ¥ suit la loi exponentielle de parameétre 1.
OnadoncE(Y)=V(Y)=1doulontire: E(X)=0+1letV(X)=1

b) Par linéarité de I'espérance, on trOLE(eYn) =0+1, puis E(Tl,n) =0, ce qui prouve
que T, est un estimateur sans biais@le

n
2) a) Pour tout réek, on a :1-F, (x)=P(Z,>x)= P(ﬂ(xi > X)J

i=1

n
Par indépendance mutuelle dés, on obtient 1-F, (x)=T] P(X; >x).
I

Comme lesX; ont méme loi qu, on a finalement1-F, (x)=(P(X >x))"
1-e "9 six>9
0 six<9

De méme que pour la loi d€ -0, on trouve queZ, —6 suit la loi exponentielle de
parameétran.

Conclusion :Fy, (x) =1-(1-F (x))" :{

b) On a donc, d’aprés la question précéderi¢z,) =0 +% , puis E(T,,) =E(Z,)-==90.

Conclusion :T,,, est un estimateur sans biaistle

3)OnaV (Tl,n) =V (Y,-1)=V(Y,). CommeY, =%Zn: X; et comme lesX; sont mutuellement

i=1

o 13 13 1

indépendantes, on &/ (T, , ) :sz(xi ) :lezﬁ'
i=1 i=1

OnaaussiV(T,,) :V(Zn —%j =V (z,)=V(Z,-6) :n_lz'

Conclusion T, ,, est plus efficace (ou converge plus rapidemerg)Tgy.

4) a) Comme on souhaite quE, soit un estimateur sans biais f@le on a, par linéarité de
lespérance 0= E(T,) = a,E(Tin) + a2, E(Ton) =0(ay +ay).
Comme® est différent de 0, on en conclug;, +a,, =1

b) Par définition deT,,, on a :
V(T)) =V (anTip +as,Ton) =a2 V(Ty)+a3 V(T 5)+2a 42 5c0V({T 4T 4).
ge Cc)V(Tl,n ’T2,n )

WV (T )V (Tz,)

V(T,)= %n , 2 +2a11n(1—a1’n)p\/% :iz(nafn +(1—aln)2 +2pam(1—am)x/ﬁ).

n n? n

En remplagant et en tenant compte du fait g , On obtient :
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V(Tn):n—lz((n+1— Zp\/ﬁ)afn+2(p\/ﬁ—l)alyn+l).
Avec la notation donnée par I'’énoncé, on trouve :
f'(al.n)=n—22((“+1- ZM)alyﬁ(Pﬁ‘l))-
Commep[-1,1],0n a:
n+1- 2p\/ﬁ >n+1-2/n, c'est-a-dire n+1- pr/ﬁ > (x/ﬁ—l)z >0 (carn=2).
p/n-1
n+1-2pJn "
p/n-1
n+1- 2p\/ﬁ'
pvn-1
n+1- 2p\/ﬁ'
(-3
(n+1— 2p\/ﬁ)
N N e i
n (n+1— 2p\/ﬁ) n+1-2pvn |
(-3
1-——— .
n (n+1— 2p\/ﬁ)

On en déduit :f'(ay,) 20 = a, >~
Ceci prouve quef atteint un minimum er

La variance ddl,, est donc minimale s , = -

+1].

On a alors 1\/(Tn)=i 2_2(9\/5_1) f;/ﬁz:i/_
n+1-2py/n

n2

(n+1— 2pJﬁ)

<1, on vérifie queV (T,) <L

2
c) Commel- (p\/ﬁ_l)
( &

n+1—2p\/ﬁ)

En se souvenant qué(T, ,) :n—12 etV (T,) :%, ona:V(T,)<(Ton) <V (Tun)

Probleme
Partie 1 : quelques exemples
1) a) « En multipliant la relation (1) pdt et en sommant (on peut c&ra une variance donc

+00

une espérance), on trouvék P = (ka+b) pey .

k=1 k=1
Le changement d’indice= k—1 dans la somme de droite donnE:k Py = Z(ia+ a+ b) p .
k=1 i=0
En scindant la somme de droite, on obtieB{N) =aE(N)+a+b

Commea est différent de 1, on a enfirg(N) :T—er.
-a
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« En multipliant la relation (1) pak? et en sommant (on peut c&a une variance), on

trouve : > k2 p, =Y (k2a+kb) p .
k=1 k=1
Le changement d’'indice= k—1 dans la somme de droite donne :

+o00 +o0o +o00

ngpk =Z((i +1)2 a+(i +1)b) P =a+§zi2|oi +(22+b)>ip +(a+b)z D .

i=0 i i=0 i=0
Ainsi, on obtient :

E(NZ):aE(N2)+(2a+b)E(N)+a+b:aE(N2)+(2a+b)xij:+a+b_
2 2 A2
E(NZ):aE(N2)+(2a+b)><a+b+a+b:aE(N2)+2a +3ab+b°+at+b-a’-ab
1-a 1-a
E(NZ):a2+2ab+b2+a+b:(a+b)(a+b+1).
(1-a)° (1-a)°
2
On a enfin :v(N):(aJ’b)(aJ’zb”l)_(a”’b)2 __arh
(1-a) (1-a)" (1-a)
b) E(N) =V(N) = a+b2 _atb a+b=(a+b)(1-a) ~ (a+b)a=0.
(1-a)° 1-a

Si I'on avaita+b =0, la relation (1) ave& =1 donnerait, pour tok=1: p, =0. On aurait

donc pp =1 (puisquez p =1) etN serait la variable certaine égale a 0, ce quéexsiu par
k=0

I’énonceé. On peut donc simplifier par+b et on obtient E(N) =V(N) = a=0.

2) CommeN suit la loi de Poisson de paramétren a :
Ak Lo Akt A

OkO0 , po=—e*==x ert==p._,.
T P TR
A k1 A
Pourk>1,onadonc p, =—x——e*="p, _
pk k (k_l)l k pk 1

Ceci prouve quél vérifie la relation (1) aveca=0 etb=X%.

Il est normal de trouvea =0 puisque, sN suit une loi de Poisson, alors son espérance est
€gale a sa variance et le résultat de la queshpest confirmé.

3) CommeN suit la loi binomiales(n, p), on a, pour tout entier natutel

n-k+1 p (k-1) p (n+1)1 pp

n—-k - _ n-(k-1) _| — -

= (1) (1-p) ™ = () e = e SR
Ceci prouve qué\ vérifie la relation (1) aveca:l__—p etb= (n +1)ﬁ.

4) a) Pourn=1, la loi deN est donnée parGk 00 , P(N =k)= pk(1-p).
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On a alors, pour toktde ] " : P(N+1=k)=P(N =k-1) = p*?*(1- p)
Ceci prouve queN +1 suit la loi géométrique de paramétre p

n+k-1
k

n+k—1p
k k-1-

b) Ona kO, py =(™?) pe(1-p)" =

Pk =(p+w} Pi-1-

px(™k2) pi(1-p)"=p

k
Ceci prouve qué\ vérifie la relation (1) aveca=p etb= (n—l) p.
On vérifie bien quea+b=np.

Partie 2 : ou I'on montre que les trois lois ci-dass sont les seules de la famille de Panjer.
1) Avec a=0, la relation (1) s’écrit ;p, :E Py -

En multipliant park!, on obtient :0Ok 00 ", k! p, :b(k—l)! Pc— - Ceci montre que la suite
(k!'pq),,, estgéométrique de raisbnOn a donc Tkl , k! p, =b*po.

. bk i L
Pour tout entier naturek, on a donc:pk:F po. Comme Zpk=1, on en déduit
' k=0
+00 |k
— = insi - =@
poé)k! 1 etainsi:p, =€e™®.

K
Pour conclure, on aldk O , py :%e‘b. N suit donc la loi de Poisson de paramétre

2) Comme, pour tout entier natuijehon nul, on ap; =[a+—t_)j P;-1, en multipliant ces égalités
]

k
pourj allant de 1 &, on obtient aprés simplificationCIk 0 ™, p, = po rl[a+—l_3J :
= J
J
Commea # 0, on peut alors écrire, pour tout entier natkmebn nul :

K b K(aj+b)_ po ey, . Po & (aj+b Pors(. b
=ak a+—|= =2 [M(aj+b)=ak-2[]| —— |[=ak 2 +— .
. pol;!( i N e (S ity | s w173

j=1

k-1
En changeant d’indice, on obtientp; =ak%|_|(i +1+Ej. En posantA:1+E, on trouve
*1=0 a a

k-1
bien : p, :ak%H(HA).
*1=0

3) CommeA est entier (par hypothése donnée dans I'énonc&)reimea est positif, on est

. . N A+k-1)!
certain queA est entier naturel. Dés lors, on ak:zak%ﬁzakpo(m}g‘l)
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Comme ). p,=1,0ona:p,) a (Aﬁ';‘l) =1. Commea appartient 0, 1[, le rappel permet
k=0 k=0

d’écrire : poﬁ=l. On a donc :p, = (1-a)* .En remplacant dans I'expression ge,
-a

on obtient P = (44t)ak(1-a).

b) En effet, comme 0 & < 1,N suit la loi binomiale négativen(A , a),

4) a) On sait queA :1+E :a_b et queN veérifie la relation de Panjer. En écrivant celie-c
a a

pour k=1, on trouve : p :(a+ b) po. D’aprés la question 2), gb, était nul, alors tous les
p. le seraient aussi & ne serait pas une variable aléatoire, par conséque>0 et ainsi,

on obtienta+b :&. Si p; était nul, alors tous lep, (k=2) le seraient aussi & serait la
Po

variable aléatoire nulle (puisque I'on aur@yg =1), ce qui est contraire a I'énoncé.

En conclusion,p, est strictement positif et onatb>0.

Pour finir, commaea est strictement négatif, on conclut qu& < 0.

b) D'aprés la question 2), on a:
k-1 k-1

= )= 0 [ o L)

Comme(~¢) est nul sik >-A, on est sar queN (2) =[]0, —A[] et comme de plugy est une

—A -A
variable aléatoire, on { p =1, d'ou : pOZ(—a)k (‘ﬁ) =1. Avec la formule du binbme, on

k=0 k=0
obtient : po(l— a)_A =1. On adonc :p, :ﬁ. En remplacant dans I'expression gdg,
ot o A (Al 1 L
on obtient : p, —( kA)( a) o On peut alors écrire :

R L I

c) Comme-A >0, 2 50 et_—a+i=1, on en déduit quB suit la loi binomiale de
1-a 1-a 1-a

paramétres-A et > .
1-a

Partie 3 : algorithme de Panjer

n

1) Remarquons tout d'abord quE(S, | (S, = j)): j. Comme S, =>U;, ceci peut
i=1

s’écrire, par linéarité de I'espérance conditioteel

E(Uil (Si=10))+ E(Ua1(Sh=10))+ .. + E(Unl (Si =11)) =i

Ensuite, comme les variables suivent la méme loi et sont indépendantes, on a :



E(Usl (S=1))=E(Uz1(Sh=1)) = = E(Unl (S = 1)
On obtient alorsn E (U, | (S, = j)) =], dou: E(Uy| (S, =j))=

. U ; U=j-k
2)Ona:P._,(U :k):P([Ulzk]”[Swzl]) ([ Kn [.Zz: = D

e P(s,=1) P(s, =
Par indépendance d¢ et deU, +U;+...+U,,, on obtient :
P(Ul = k) P(iui =] _kj

i=2

P(S=1) |

Comme les variabled; suivent la méme loi et sont indépendantes, on @aure :
i=2 i=1

P(U, =K)P((S,.= =K)

P(s, =)
= qk qj—k,n—]_

Qjn

P

t5,-1) (U1 =K) =

En remplagant, on trouveR _, (U, =k) =

Avec les notations de I'énonce, ceci s’écrlF%S'q:j) (U, =k)

3)a)r,=P(X=0)= P(iui - sziP(N :n)PNzn{iui = 0])

:P(N:O)X1+§P(N:n)P (Z j P(N=0+ ZP(N—nPNn(S 0.
n=1
CommeN est indépendante d¢,, U,, ..., U,, elle est indépendante &, et il reste :
r,= P(N :0)+ZP(N :n)|:>(sn = o) =P +Z Py Gon -
n=1 n=1

Il reste a remarquer que, puisque les variableprennent leurs valeurs dans, on a:

n n
o = P[Zui :Oj = P(ﬂ[ui = O]J Par indépendance des, on obtient :
i=1 i=1

= ﬁ P(U; =0)=(qo)"-

Pour conclure 1, = p,+ > p, (d,)" -

n=1
b) Pour tout entier naturq'alnon nul,ona:
N
r=P(X=j)= P(Z;ui = 1) ZP(N =Py (ZU = ]:ZP(N =N)Py-y (S, =i)car

si (N :O) est réalisé, alors il est impossible C{UEUi = jj se réalise (d’apres I'énonce).
i=1



&EDH C

.BUSINESS SCHOOL

Toujours par indépendance Nevec S, ceci s’écrit :r; = Z P(N = n)P(Sg1 = j).

n=1
On obtient :0j 00", 1, =) p, q -
k=1

CommeN vérifie la relation de Panjer, on aInd0 ", p, =(a+9j P,—1, €t en remplacant,
n

on trouve :0jO0 ", r, —i( b) Poa -
n=1

Or, d'aprés la question 1) de cette partie, oE ()| (S, =])) = =,

1 et par linéarité de
n

S|

I'espérance, on en dédui'E(u—_1 | (Sh = j)j = —. En remplacant dans I'expression de on
J

trouve bien Ij 007, 1, :Zm:(a+b E(ﬂ | (Sh = j))) Pn-1Qjn-
=1 J

c) D’aprés la for_mule des probabilités totales, on a :
a0 =P(8,=1)= L P([Us=K] n[s, =1])
Onavu, au coursij:ocl)u calcul fait a la questiorg2g : _
P([U,=K]n[S, = i]) =6 G;_¢ns~ C€ Qui permet d’en déduirey; , = kZJ:_qu Ojkns -

Par définition de I’espérance conditionnelle, an a
U < KO Qjna
e[941(8,2 )| 5 KRy (0 =10 = 3 Koo
k=0 J dj.n
En remplacant dans I expression ge on obtient successivement :

0joo’,r, —Z(a+bz K qqu‘ KLy ) Pacs G -
],n

rj = Z (a pn'l qi n +bz _-qk qj—k,n—lpn—l) .
n=1 k=0 J
. oo i ik
On remplaceq; , et on obtient r; = Z(a pn_lz o} qj—k,n—1+bz qu Oyt p1Pro) -
n=1 k=0 k=0

ZZ(&"' jpn—lqk qj k,n-1

=1k=0
Comme p_,q;,,,<P,, €t comme la série de terme genéml, converge, on peut
permuter les sommes :
j +co bk j +00
I =Z Z(a"'_.j Pr-1Gk 9j—k n1 Z[a_i__jqkz P19k p-1
k=0 n=1 J k= J n=1
J

En changeant d'indice, on obtient; : Z(a+—j qkz Pn Qj-kn

k=

On a vu a la question 3b) queli00", 1, = Z P Q-
n=1
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On en déduit que k0, j—1], Foe =2 P ickn = 2 P Gien = Poic0-
n=0

n=1

Commeq;_o =0 (car j -k =1),ilreste : > p, q,_ ., =1
n=0

On isole donc le terme correspondarka j dans la somme définissant, on obtient :

j—l +o0 +00

I =Z(a+b_-k] g2 P, -k +(a+b) qiz Pr don €t on remplace, ce qui donne :
k=0 J n=0 n=0
& bk 5"

17 (a+T] Qi+ (a+h) X, b, G,
= n=0

Il faut maintenant se souvenir que,= p,+>_ p, do, -

n=1

+00 +oo
Par conséquentz Pr %o = Poloot o~ Po et commedy o =1,0ona :Z Pn Yo = To-
n=0 n=0

On remplace dans I'expression geet on trouve :

j-1
r :Z(a+b—_qukrj_k +(a+b)q;r,. Le dernier terme correspond au terme d'indiake la
k=0 J

i
somme donc on peut le réintegrer et orr a= Z[a+b—_kj Al -
k=0 J

i
En isolant le terme d'indice O, on obtient =aqyr, +Z[a+b—_kj Ol -
k=1 J

j
On adonc 1, (1-aq,) :Z(a+%j Gl et on en déduit :

k=1
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ADMISSION SUR TITRES EN PREMIERE ANNEE

RAPPORT DE CORRECTION 2013 :

Epreuve de MATHEMATIQUES

Présentation de I'épreuve.
L'épreuve, longue comme d’habitude, et peut-étre plus difficile que I’année derniére, comportait deux
exercices et un probléme, ce qui permettait de juger les candidats sur la presque totalité du programme
de I’épreuve, une part conséquente étant réservée aux probabilités et aux statistiques. Les correcteurs
ont trouvé le sujet adapté et trés sélectif tout en respectant scrupuleusement le programme.
* L'exercice 1 proposait 1’étude d’un couple (u, v) d’endomorphismes de R? vérifiant les quatre

conditions suivantes :

A): v’ =-1d.

(A):v=1d.

As): (v=1d) =0.

(As) : Ker (u+v—1d ) # {0}.

L’objectif était de prouver que les couples (u, v) solutions du probléme sont ceux pour lesquels il

. . . 0 -1 11
existe une base de R? dans laquelle leurs matrices sont respectivement U = Lo et V= 0 11

» L'exercice 2 avait pour but I’estimation ponctuelle du parameétre 6 >0 d’une loi exponentielle
"décalée", c’est-a-dire de densité la fonction f'définie par :

F) = {e‘(x‘e) si x>0

Dans un premier temps, on étudiait deux estimateurs dont on vérifiait qu’ils étaient sans biais et
convergents, puis 1’énoncé proposait la construction d’un troisiéme estimateur, combinaison linéaire
des deux premiers, qui soit encore plus efficace que chacun d’eux.

0 si x<0

 L'exercice 3 portant sur le programme d'analyse et de probabilités, avait pour objectif d'étudier,
dans un cas particulier, I’algorithme de Panjer, utilisé en mathématiques actuarielles afin de construire
un modele permettant une gestion rigoureuse du bonus-malus.
Si N est une variable aléatoire a valeurs dans N, on dit que la loi de N appartient a la famille de Panjer

si et seulement si les probabilités p, = P(N =k) vérifient la relation de récurrence suivante, ou (q,
b)€]-oo, 1[ x ]0, +oof :

Vke N*, p= (CI‘F%jpkl

La premiére partie permettait d’établir que les lois binomiales, binomiales négatives et de Poisson
appartiennent a cette famille.

La deuxiéme partie établissait que les trois lois précédentes sont les seules de la famille de Panjer.

La troisieme partie mettait en place 1’algorithme de Panjer a proprement parler.
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Moyenne.

Pour les 627 candidats ayant composé, la moyenne obtenue a cette épreuve est de 9,66 sur 20 pour un
écart-type d’environ 5,1.

7,5 % des candidats obtiennent une note inférieure ou égale a 4.

4% des candidats obtiennent une note supérieure a 18 (soit 26 candidats, dont 15 obtiennent la note
maximale.

Analyse des copies.

Les correcteurs notent une fois encore que le niveau est trés hétérogéne, ceci étant, comme d’habitude,
di aux origines scolaires et universitaires diverses des candidats. L.a moyenne, moins bonne que
I’année derniére, pourrait étre due au coté assez conceptuel du sujet (du moins en ce qui concerne le
probléme).

Cette année, on observe d’un c6té, de rares trés bons candidats ayant des connaissances correctes et
une certaine faculté a construire un raisonnement, et de I’autre, un certain nombre de candidats trés
mal préparés et semblant avoir fait des impasses, certainement par manque de temps pour préparer
cette épreuve.

Rappelons que les trois "compartiments" du programme de mathématiques (analyse, algebre et
probabilités) sont essentiels pour une bonne continuation des études a 'EDHEC.

En ce qui concerne la crédibilité des copies, signalons les quelques points suivants :

Exercice 1

e A partir de la deuxiéme question, on revenait au cas général ce que presque la moiti¢ des candidats
ont oublié (la note obtenue a cet exercice étant ainsi voisine de 0)

. 2 . 2 .
e Le fait que (v —1d ) =0 n’autorise pas a écrire (v(x) - x) =0, ce qui n’a aucun sens.

e Beaucoup de candidats ignorent le sens du mot combinaison linéaire.

e Affirmer sans preuve ne rapporte aucun point et les "évidences" n’en sont que si elles sont
accompagnées d’une argumentation sans faille ! Par exemple, prétendre qu’une inclusion est évidente
alors que les correcteurs savent qu’elle est impossible a établir de fagon directe, est trés mal recu par
ces derniers.

e Pour finir, certains candidats connaissent des notions qu’il n’était pas indispensable de connaitre
pour faire cet exercice et qui dépassent le cadre du programme (lequel ne comporte ni les
déterminants, ni les notions de polyndme caractéristique et de polyndme minimal) : ils doivent savoir
que les résultats utilisant ces notions n’ont pas été validés.

Exercice 2

e Trop de candidats ignorent comment trouver la fonction de répartition d’une variable aléatoire dont
on connait une densité, un certain nombre ignorant méme la définition.

e Les correcteurs savent qu’a partir d’un résultat faux on peut déduire un résultat correct, mais ce
n’est pas pour autant que la démonstration utilisée sera validée...

e Les correcteurs savent également que certains résultats donnés (par exemple le fait qu’un
estimateur soit sans biais) permettent de deviner un résultat antérieur, mais les candidats doivent
savoir qu’aucun correcteur n’est dupe : les "arnaques" ont été sanctionnées.
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Exercice 3
e Un grand nombre de candidats ne connaissent pas les lois discretes usuelles.
e Une confusion trés répandue entre implication directe et implication réciproque : « On sait que, si
N suit une loi de Poisson alors a =0, or dans cette question on a a=0, donc N suit une loi de
Poisson » !

n!
(k=1)(n—k+1)!

e Rappelons a un nombre important de candidats que (kfl)z , ce qui est bien

!
différent de ks .
(k=1 (n—k-1)!
+90 +90
¢ Enfin, rappelons que Z“k = ka n’implique pas que les suites (uk) et (vk) sont égales.
k=0 k=0
Conclusion.

Le niveau global des copies a 1égérement baissé et le sujet y est trés certainement pour quelque chose.
Malgré cela, le sujet a permis de repérer et de mettre en valeur les candidats les mieux préparés (il y en
a de tres bons) et les plus aptes a trouver leur place dans des études exigeantes et nécessitant rigueur et
honnéteté intellectuelle.

Nous conseillons aux futurs candidats de se préparer d’une fagon plus compléte, en essayant de ne
négliger aucun des points du programme.





