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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d'aucun document. Seule l'utilisation d'une regle graduée est autorisée.

L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Si au cours de l'épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Exercice 1

On rappelle que la fonction I (gamma) est la fonction, qui a tout réel x strictement positif, associe
I(x)= j:o t*1e " dt . On admet que 1“(%) =Jr.

1) On considére deux variables aléatoires X et Y, définies sur un espace probabilisé (Q, 4, P), indépendantes,
et suivant toutes deux la loi normale centrée réduite.

Onpose U=X* etV =Y".
a) Montrer que la loi commune & Uet Vest la loi I'(2, %).

b) Donner I’espérance et la variance de Uet V.
2) On pose W =U+V et on rappelle que W est une variable aléatoire, définie, elle aussi, sur I’espace
probabilisé (Q, 4, P).

a) Donner sans calcul la loi de W ainsi que son espérance et sa variance.

b) On admet que, si f;; et f, sont respectivement des densités de U et V, alors, une densité de W est la

fonction f;, , nulle sur ]-oo, O[, et définie sur [0, +oo[ par : f (x) = j _m fu @) fr(x=0t)dt.

Justifier, sans calculer I’intégrale précédente, que :
vxel0,+eol, fiy )= [ f () fy(x=0)dr
¢) Pour tout réel x strictement positif, on pose /(x) = j i

1
—d
o Jt(x—1) !

Déduire des questions précédentes que I’intégrale /(x) converge et donner sa valeur.
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Exercice 2

Soit # un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Si M désigne une matrice de M,(R ), on désigne par Tr(M ) la trace de la matrice M, c’est-a-dire la somme

de ses ¢léments diagonaux.

On admet que I’application trace est une forme linéaire de H,(R).

Soit 4 une matrice non nulle donnée de M,( R ). On considere I’application f qui a toute matrice M de M, (R )
associe :

F(M)=Tr(4)M-Tr(M)A
1) Montrer que f est un endomorphisme de M,( R ).
2) Montrer que fn’est pas I’endomorphisme nul (on pourra distinguer les cas Tr(A) =0 et Tr(A) #0).
3) a) Etablir que, pour toute matrice M de M,(R), ona: (fof)(M) = Tr(4) f(M).

b) Donner les valeurs propres possibles de f.
4) Montrer que 0 est valeur propre de f.

5) Montrer que, si Tr(A) =0, alors f'n’est pas diagonalisable.
6) On suppose dans cette question que la trace de 4 est non nulle.
a) Quelle est la dimension de Ker(Tr) ?

b) Conclure que fest diagonalisable.

Exercice 3

Le but de cet exercice est de prouver I'existence et de donner la valeur (par deux méthodes différentes) de :
+
A= inf 13 —xt—y)e'ldt
(x,y)eRxR J‘O ( y)
Partie 1 : méthode utilisant un produit scalaire
Soit £ I’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a 3 et F' le sous-espace
vectoriel de £ engendré par les deux polynomes 1 et X.

1) a) Rappeler pourquoi, pour tout entier naturel &, I’intégrale .[Omtke_’ dt converge.
b) Montrer que I’application de E x £ dans R qui, & tout couple (P,Q) d’¢éléments de E, associe

+ " . . ., .
<P,Q> = IO P() O(t) e ' dt est un produit scalaire sur £, dont la norme associée sera notée || || .
2) Soit O un polynome de F défini par Q = xX +y, ou x et y sont deux réels. Donner, sous forme

d’intégrale, I’expression de || X3 —Q”2 .

’ 2
3) a) Enoncer le théoreme qui assure l'existence et l'unicité du polyndme O, de F qui rend H X’ -0 H

minimale.
b) En déduire sans calcul les valeurs de <X 3-0p, 1> et <X 30y, X >

¢) En notant Q,=x,X+y,, écrire le systtme que doit vérifier le couple (xo, o) pour que
+ " e .
_[0 (#* —xt — y)?e"'dt soit minimale.

d) Déterminer la valeur de A .

Partie 2 : méthode utilisant une fonction de deux variables
On note fla fonction définie sur R x R, par :

V(x,y)eRxR, f(x,y):-[(:w(p —xt—y)edt

4) Ecrire f (x, y) comme une fonction polynomiale des deux variables x et y.

5) Déterminer le seul point critique (xo, o) de fsur RxR.
6) Montrer que f'admet en (xo, yo) un minimum local m que I’on calculera.
7) Etablir que ce minimum est global.
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Probléme

Question préliminaire
1) Soit x un réel quelconque.
a) Justifier que la fonction 7+ max(x,7) est continue sur R .

1
On considére maintenant I’intégrale y = I . max(x,t)dt.
1 .

— st x<0

2

x2+1

b) Montrer que : y = si O<x<1.

x si x>1

Dans la suite de ce probléme, on considére une variable aléatoire X définie sur un certain espace probabilisé
(Q, A4, P), que I’on ne cherchera pas a déterminer. On admet que I’on définit une variable aléatoire Y, elle
aussi définie sur (Q, 4, P), en posant, pour tout ® de Q :

1
Y(0)= .[o max(X (m),t)dt
On se propose dans les deux parties suivantes de déterminer la loi de ¥ connaissant celle de X.

Partie 1 : étude de plusieurs cas oii X est discréte

2) Vérifier que si X suit une loi géométrique alorsona: ¥ =X .

3) On suppose, dans cette question, que X (Q)={-1,0,1} etquel’ona:
P(X=-1)=P(X =1) =%
a) Déterminer la valeur de P (X =0).

. 1 . . .. .
b) Vérifier que ¥ (Q) = {E, 1} puis donner la loi de Y, ainsi que son espérance et sa variance.

¢) Compléter la déclaration de fonction suivante pour qu’elle simule la variable aléatoire Y.
Function y : real ;
Var u : integer ;
Begin
u : =random(4) ;
If ------ then ------ elsey:=---—--—- ;
End ;
4) On suppose, dans cette question, que X suit la loi de Poisson de paramétre A (ot A est un réel strictement
positif).

a) Vérifier que ¥ (Q) = {%} U N* puis donner la loi de Y.
b) En déduire I’espérance et la variance de Y.

Partie 2 : étude de plusieurs cas ou X est a densité
On note, sauf indication contraire, respectivement F et Fy les fonctions de répartition de X et Y.
5) On suppose, dans cette question, que X suit la loi uniforme sur [0,1 [ ,avec X (Q) = [0,1 [ .
X2+1

5

a) Vérifier, en utilisant la premiere question, que I'ona: ¥ =
b) En déduire ¥ (Q).

1
¢) Montrer alors que, pour tout x de {5,1 { ,ona: Fy (x) =2x-1.

d) Expliquer pourquoi Y est une variable a densité.
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¢) Donner la valeur de E(Y).

f) Compléter la déclaration de fonction suivante pour qu’elle simule la variable aléatoire Y.
Function y : real ;
Begin y:=------ ; End;
6) On suppose, dans cette question, que X —1 suit la loi exponentielle de paramétre A (ou A est un réel
strictement positif).
a) Toujours en utilisant la premiere question, exprimer Y en fonction de X.
b) Donner sans calcul I’espérance et la variance de Y.

c) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [O,l[. Vérifier que la variable aléatoire

1 . . . . . .
Wz—xln(l—U ) suit la loi exponentielle de paramétre A, puis compléter la déclaration de fonction

suivante pour qu’elle simule la variable aléatoire Y.

Function y (lambda : real) : real ;

Beginy : = ------ ;

End ;
7) On suppose, dans cette question, que X suit la loi normale centrée réduite. On rappelle que X (Q) =R et
on note @ la fonction de répartition de X.

a) Veérifier que ¥ (Q)= |:%,+ oo[ .

b) Donner la valeur de P(Y :%j

c) Utiliser la formule des probabilités totales associée au systtme complet d’événements
([X <0],[0<x<1],[X >1]) pour établir Iégalité suivante :

0 six<l
2
Fr(x)= (I)(\/2x—1)si%£xsl

P(x) six>1

d) La variable aléatoire Y est-elle a densité ? Est-elle discréte ?
e) Soit U,,...,U,s des variables indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur [0,1]. Expliquer

: : . o I [E : s
pourquoi on peut approcher la loi de la variable aléatoire —[z U, - 24} par la loi normale centrée réduite,
k=1
puis compléter la déclaration de fonction suivante pour qu’elle simule Y.

Function y (lambda : real) : real ;
Var k : integer ; aux : real ;
Begin
aux :=0;
For k:=1to 48 do aux : = aux + random ;
x:=(aux—24)/2;
If ------ then y:=----- else
If --—--- then y: = ------ else y:=--—--—- ;
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Corrigé

(= o=

1) a) Il est évident que U et V suivent la méme loi.
Ona U(Q)=R+ donc :

VxER®, F,(x)=0

De plus, pour tout réel x positif,on a :

Fy(x)=P(U sx)=P(X?sx)= P(~x s X sx) =0(Vx) - (~x)

Comme (D(—\/;) =1—<D(\/;) , on trouve :

VxER, . Fy (x)=20(vx)-1

On dérive Fy; saufenO:

1
. —0 \/; six>0
0six<O
En remplacant I’expression de (p(\/; ) et en posant par exemple f, (0) =0, on obtient

une densité f;; de U:

X

e 2six>0

fU(x)= 21X
Osix<0
On a donc :

X2 e 2

1 1 X
; six>0

Fol)=1 p(1)22

Osix<0

On reconnait que :

La loi commune a U et Vst laloi I'(2, 4

b) D’apres le cours sur la loi gamma, on a :

E(U)=E(V)=1et Var(U)=Var(V)=2

2) a) Comme W =U +V et comme U et V sont indépendantes (puisque X et Y le sont) la
stabilité¢ de la loi gamma par I’addition permet d’affirmer que W suit la loi I'(2, 1), c’est-

a-dire la loi exponentielle de parametre % .
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Par conséquent :

E(W)=2, Var(W)=4

b) Comme U et V prennent leurs valeurs dans R, et sont indépendantes, on a :
w(Q)=R,
Ceci montre déja (I’énoncé en faisait d’ailleurs cadeau) que : VxER? , fy, (x) =0.
D’apres le rappel donné par I’énoncé, on a :

VXER,, fy = [ fy®) fy(x-ndi
Cherchons sur quel intervalle la fonction intégrée est non nulle :

(i fr(x-1=0)<=(fy (1) =0etf,(x-1)=0)

Par conséquent :
(fU(t)fV(x—t)¢0)©(t>0 etx—t>0)©(t>0ett<x)©(0<t<x)

Il reste donc :

VXER, . fy @)= [ fo (O fy (x-nydr

¢) Ona:
(x-1)

2

0| =

_r
2 x

VxER,, VtE}O,x[

1
5 fU(t)fV(x_t)= \/z—me

1 - B 1 .
1/21r(x—t)e _2n,/t(x—t)

TG U § L B
0 2m\ft(x~1) 2170 Jt(x-1)

dt = 2ne%fw (x) .

On en déduit : VxER, , f, (x)=f

On a donc : I(x

x 1
)=IO Ji(x=1)

. . . . .1
Pour finir, comme W suit la loi exponentielle de parametre 7’ ona:

Jw (x) = %e_;
On en déduit : I(x) = 2ne§ er_; .
Bilan :
I(x) =T
8 =] o = O

1) Pour commencer, comme A et M sont dans M,(R), f (M ) est aussi dans M, (R ) en

tant que combinaison linéaire de matrices de M, (R ).
Si M et N sont deux matrices de M,(R ) et si L est un réel,on a :
f(M +W)=Tr(A)(M +W)—Tr(M +W)A. Par linéarité de la trace et grice aux

propriétés du produit d’une matrice par un réel, on obtient successivement :
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f(M +MN)=Tr(A)M +ATr(A)N -Tr(M )A-ATr(N)A.
F(M+MN)=Tr(A)M -Tr(M)A+%(Tr(A)N -Tr(N) A).
f(M +kN)=f(M)+kf(N) : ceci montre que f est linéaire.

Conclusion :

| fest un endomorphisme de M,(R) ‘

2) *Si Tr(A) =0, I’égalité Tr(A)M —Tr(M)A=O devient Tr(M)A=O et comme A
n’est pas nulle, on en déduirait Tr(M ) =0. Comme il existe des matrices dont la trace
n’est pas nulle, I’égalité Tr(A)M - Tr(M ) A =0 n’est donc pas vraie pour toute matrice
de M,(R).
e Si Tr(A) =0, avec [D'égalité Tr(A)M —Tr(M)A =0, on peut écrire
Tr(M )
" Tr(A)
qui ne sont pas proportionnelles a A (sinon M,(R ) serait de dimension 1), ce qui prouve

A . Comme n est supérieur ou égal a 2, il existe des matrices M de M,(R)

que 1’égalité Tr(A)M - Tr(M ) A =0 n’est pas vraie pour toute matrice de M,(R ).

Conclusion : fn’est pas I’endomorphisme nul.

3) a) .Par définition de f,on a : (fof)(M)=f(f(M))=Tr(A)f(M)_Tr(f(M))A.
Mais, par linéarité de la trace,on a :

Tr(f(M))=Tr(A)Tr(M)-Tr(M)Tr(A)=0
On en déduit :

(fof)(m)=Tr(A)f(M)

b) On vient de montrer que fof = Tr(A) f, ce qui prouve que le polynéme
X?- Tr(A) X estun polyndme annulateur de f. Ainsi, les valeurs propres de f sont parmi
les racines de ce polyndme, et par conséquent :

Les valeurs propres possibles de fsont : 0 et Tr(A)

4) 1l suffit de constater que f ( A) =0 pour conclure que A est vecteur propre de f associé

a la valeur propre 0 (puisque A n’est pas la matrice nulle).

5) Si Tr(A) =0, alors la seule valeur propre de f est O et f n’est diagonalisable que si f

est ’endomorphisme nul (puisque sa matrice dans une base de M,(R ) serait semblable a
la matrice nulle donc nulle elle-méme).

Mais f n’est pas I’endomorphisme nul donc on peut conclure que f n’est pas
diagonalisable.

6) a) Comme la trace n’est pas une application linéaire nulle (par exemple, on a
Tr (In ) =n), son image est R qui est de dimension 1, et grice au théoréme du rang, son

noyau est de dimension n? —1.
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b) Pour toute matrice M appartenant au noyau de la trace, on a, par définition de
I’endomorphisme f:
f(M)=Tr(A)M

On en déduit que Tr(A) est valeur propre de f et que le sous-espace propre associé est de

dimension au moins n? -1.
Comme, d’apres la troisieme question, O est aussi valeur propre avec un sous-espace
propre associé qui est au moins de dimension 1, on conclut :

‘ fest diagonalisable

(=] ] e =<

Partie 1 : méthode utilisant un produit scalaire
1) a) On reconnait F(k + 1) qui est convergente et vaut d’ailleurs k!.

3 3
b) * Soit P et Q deux polyndmes de E. Posons P = ZakX" etQ= Zka" .

k=0 k=0
3 3
On a alors : P(t)Q(t)e"=ZZaibjt”fe" .
i=0 j=0

+o0 .
On sait que I’intégrale F(i+j+1)='|.0 t'tie~'dt est convergente donc l'intégrale

définissant < P,Q> est une combinaison linéaire d’intégrales convergentes, elle est donc
elle méme convergente : (P,Q) — <P ,Q> est bien une forme.

* Comme P(t)Q(t)= Q(t)P(t) , la forme est symétrique.

* Soit P, Q et R trois polynomes de E et A un réel, on a par définition :

+00

(\P+0Q,R) = j 0+°°(xP(r) +0(0)) R(t)e~" di = j . (MP()R()e~" + Q()R(t)e " ) dt Par

linéarité de 1’intégration dans le cadre d’intégrales convergentes, on obtient :
(WP+Q.R)= [ “APORMedr + [ QR (M)e"di

On a finalement :

(\P+Q.R)= 1(P.,R)+ (Q.R)

La forme est donc linéaire a gauche et, par symétrie, elle est bilinéaire.

U (P,P) =IO+wP2(t)e‘fdt donc (P,P) est I’intégrale, bornes dans I’ordre croissant,
d’une fonction positive, par conséquent : (P,P) =0.

J (P,P) =0< J.Om P2(t)e 'dr =0. La fonction ¢t > P2 (t)e" est continue, positive
et son intégrale sur R, est nulle donc: ViER,, P? (t)e" =0 . Mais pour tout réel ¢, on
ae!=0,donc P2(t) =0 soit: ViER, ,P(t) =0.

Le polyndme P a une infinité de racines (les réels positifs) donc P est nul.
En conclusion, (P,Q) = < P,Q> est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive, donc :

(P,Q) > <P,Q> est un produit scalaire sur £
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2) Par définition de la norme, on a : || X3-0 ||2 = _[O+m(t3 - Q(t))2 e-'dt.

En remplacant, on trouve :

0 - ff =], (0 -t o) e

3) a) Le théoréme qui assure l'existence et l'unicité du polyndme Q, de F qui rend
2L N o c
||X 3 —Q” minimale est le théoréme de projection orthogonale : il s’agit ici de la

projection orthogonale sur F.

On aalors: A =|| X3 -0, ||2 = J.0+w(t3 - Xot — yo)2 e7'dt .

b) Comme @, est le projeté orthogonal de X3 sur F, on sait que X3 -Q, est

orthogonal a F donc a tout vecteur de F et en particulier aux polynémes 1 et X.
Par conséquent, on a :

(X3-0y.1) = (X?-0),X)=0

¢) En traduisant les deux égalités précédentes, on obtient :
+00 +00
J' (£3 = xot = yo Je~'dt =0 etJ. (14 = x> = yot )e~'dt =0
0 0
En scindant les intégrales en trois intégrales (convergentes), on trouve :
400 +© +x
Beldt - x I te~'dt - I e'dt=0.
J. 0 °Jo Y0l
400 +0o0 +
J' te~'dt - xof t2e~'dt - yoj te7'dt =0.
0 0 0
En remplacant les valeurs des intégrales gamma, on obtient le systeme :

6-xp -y =0
24—2x0—y0=0

d) En soustrayant ces deux équations, on a tout de suite : x, =18, puis on trouve

ensuite y, =—12.0naalors: A= J.Om(ﬁ -18t + 12)2 e-'dt

En développant, on trouve : A = Io+oc(t6 —361* + 2413 + 32412 - 432t + 144)e—tdt .

En scindant en plusieurs intégrales gamma convergentes, on arrive a :

A= J' oot df — 36I " tetdr + 24J' " Betdr + 324_[ " Retdr
0 0 0 0

—432 j 0+°° tetdt +144 j 0+°°e-fdz

Enfin, on obtient :
A=T720-36x24+24x6+324x2-432+144 =720 -864 + 144 + 648 - 432 + 144
Conclusion :

A =360
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Partie 2 : méthode utilisant une fonction de deux variables
4) En développant et en scindant I'intégrale définissant f (x, y) sans se soucier des

problemes de convergence déja évoqués, on trouve :
+00 400 400 oo
f(-x’y)=Jl0 f6€_’dt—2xj‘0 t4€_td[—2y'|lo t3e—tdt+x2"-0 tze_[dt

+2ch'|.0)roc te~'dt + y2'|.0+oo e'dt

On a donc :

F(x,y)=2x2 + y2 +2xy - 48x - 12y + 720

5) La fonction fest polynomiale, donc de classe C! sur RxR,etona:
‘;—{C(x,y)=4x+2y—48 et %(x,y)=2x+2y—l2

Les points critiques de f sont les solutions du systéme : {4x +2y-48=0
2x+2y-12=0

2x+y-24=0

Xx+y-6=0

x-18=0

x+y-6=0

En simplifiant, ce systeme équivaut a : {

Avec la transformation L, <= L, — L, , on obtient : {

On en déduit x=18 et y=-12.

Le seul point critique de f sur RxR est (18,— 12)

6) La fonction f est polynomiale, donc de classe C? sur Rx R, et les dérivées secondes
de fen ce point sont :

2 2 2 2
ﬂ(ls,-12)=4, I°f (18,-12) = I°f (18,-12) =2 et u(18,—12)=2
ox? dxdy dyox ay?

Avec les notations de Monge, on en déduit: rf—s?>=8-4=4>0. Ceci prouve que f a

un extremum local au point (18,—12). Comme de plus r est strictement positif, cet

extremum est un minimum.
En notant m ce minimum, on a (calcul déja fait, mais bon...) :

m=f(18,-12) =2x182 +(=12) + 2x18x(-12) - 48x 18 = 12x(=12) + 720..
m =648 + 144 - 432 - 864 + 144 + 720 = 792 — 432 - 864 + 144 + 720 .
m =360 - 864 +144 + 720 =1224 - 864 .

Conclusion :
m =360

7) Pour tout couple (x,y) de RxR,ona:

F(x,y)=360=2x2 + y2 + 2xy - 48x - 12y + 360
On peut écrire successivement :
f(x.)=360=2(x2+xy-24x)+ y> —12y + 360 .
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22
f(x,y)-360=2 (x+%—l2j -%+12y-144j+y2 ~12y+360.

2 2
£(xy)-360=2 x+%—12) +y7+12y+72

2
f(x,y)-360=2 x+%—12) +%(y2 +24y +144)

2
£(x.y)-360=2 x+%—1zJ +%(y+12)2

On constate que f (x, y) —360 est positif en tant que somme de deux carrés de réels, ce

qui prouve que : V(x,y)ERxR, f(x,y) =360 .
On peut conclure :

| Le minimum m =360 de fest global

Remarque. On pouvait également remarquer que comme la hessienne est constante, elle
est partout définie positive, ce qui assure que le minimum local est en fait global.

[ 0] o] (=Y 3 1=

1) a) Le réel x étant fixé, la fonction 4 : ¢ — max (x,t) est définie par :
xsitsx
h(t)=1"
tS1t>x
Cette fonction est continue sur R : elle est constante égale a x sur }— OO,x}, affine sur
}x,+ 00[ et elle est continue en x puisque lim h(t) = h(x) =x=lim h(t) .
t—>x" t—x*

La fonction 4 est donc, a fortiori, continue sur [0,1}, ce qui prouve l’existence de

I’intégrale y =I;max(x,t)dt.

b) ¢ Si x est négatif ou nul, alors, comme ¢ appartient a [0,1} ,ona x<t et:

y=j;tdt=%

* Si x appartient a }0,1[ , alors :

1-x2  x?+1
2

* Si x est supérieur a 1, alors, comme ¢ appartient a [0,1} ,onat=sx et:

y= J.OX max (x,)dr + I:max(x,t)dt = joxxdt + j:’d’ 24

1
y= jo xdt =x
Bilan :
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l six<O0
2

2
X+l si0<x<l1

xsix=1

2) Si X suit une loi géométrique alors X prend des valeurs supérieures ou égales a 1 et,

pour tout ® de Q,ona: Y(oo) = J.;X(co)dt = X((D) .

Ceci étant vrai pour tout ® de Q,ona: Y =X
Conclusion :

| Si X suit une loi géométrique alorsona: ¥ =X ‘

3) a) Comme X(Q) ={—1,0,1} , la famille ((X = —1),(X =O),(X =1)) est un systeme

complet d’événements et on a: P(X=—1)+P(X=O)+P(X=1)=1 et

P(X =—1)=P(X =1)=i,on en déduit :

P(X=0)=%

b) D’apres la premiere question, on a les deux affirmations suivantes :
* Si X prend la valeur -1 ou la valeur 0, alors Y prend la valeur % .

* Si X prend la valeur 1, alors Y prend la méme valeur que X , c’est-a-dire 1.
Conclusion :

Ona: P(Y=%J=P(X=—l)+P(X= )=

On a donc : E(Y)=lx§+lxl=§ et E(Y2)=lx§+lxl=l
27477473 4 4716
7 25 3
On en déduit: V(¥)=E(Y2)=(E(Y)) =L -2 -2
n en déduit ( ) ( ) ( ( )) T

En résumé :

¢) La déclaration complétée est la suivante :
Function y : real ;
Var x : real ;
Begin
x : =random(4) ;

comme



Edhec 2014 9

If x=1then y:=1celse y:=1/2;
End ;
4) a) Toujours d’apres la premiere question, on a les deux affirmations suivantes :

* Si X prend la valeur 0, alors Y prend la valeur % .

* Si X prend une valeur supérieure ou égale al, alors Y prend la méme valeur que X ,
c’est-a-dire une valeur supérieure ou égale a 1.
Conclusion :

Y(Q)= {1} UN*

2

Onaalorslaloide Y:e P(Y=%j=P(X=O)=e‘7‘.

* VkEN", P(Y =k)=P(X =k)=%e—k.

b) Pour tout entier naturel k non nul, on a: kP(Y=k)=kP(X =k) et comme X

posseéde une espérance, Y en possede une également. De plus,on a:

E(Y)=%xe-k +§:kP(X =k)=%+E(X).
k=1

E(Y)=%+x

De la mé&me facon, Y possede un moment d’ordre 2 et on a :
E(r?) =ixe-k +§kzP(X =k)=%+E(X2)=%+V(X)+(E(X))2.
k=1

En remplacant E(X) et V(X),on obtient : E(Y2)=%+7\+7@.

) e s 2
On sait que V(Y)=E(Y2)—(E(Y)) donc : V(Y)=T+X+X2—[7+XJ .

En réduisant, on obtient :

V(Y)=#+X(l—e‘k)

5) a) Comme X prend des valeurs comprises entre 0 et 1, alors, toujours d’apres la
premiere question, et ceci méme si X prend les valeurs O et 1,on a :

Y=X2+1
2
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. . 1 .
Remarque. En effet, si X prend la valeur 0, cette égalité donne pour Y la valeur 7 ce qui

est correct, et si X prend la valeur 1, cette égalité donne pour Y la valeur 1, comme X, ce
qui est encore correct.

b) Comme X2 prend ses valeurs entre O et 1, alors X2 +1 prend ses valeurs entre 1

1
et 2 et Y prend ses valeurs entre 7 etl.

¢) Pour tout x de [%,1} ,ona:

XZ4+1

FY(x)=P(st)=P( sxj=P(X2+152x)=P(X252x—1).
Comme 2x -1 est positif, on obtient : Fy(x)=P(—\/2x— =X s\/2x—1).

On a donc : Vxe[%,l} . Fy (x) = Fy (V2x=1) - Fy (V22 -1).

Pour finir, —v/2x -1 est négatif donc Fy (—\/2x - 1) estnul et v/2x —1 appartient a [0,1}

donc F \/Zx—l =\/2x—1 . Ainsi, il reste :
X

Vxe[%,l}, Fy(x)=2x-1

d) Si on complete la définition de Fy , on obtient :

Osix<l
2

Fy(x)= V2x -1 si %sxsl

1six>1

On sait déja que Y est une variable aléatoire (c’est admis par I’énoncé), il reste a vérifier
deux conditions :
¢ [y est-elle continue sur R ?

La continuité de Fy sur } - 00,5 et sur }1,+ 00[ est acquise puisque la restriction de

Fy aces intervalles est constante donc continue.

. 1 . . .
La continuité de F, sur }5,1 est acquise puisque Fy est polynomiale sur cet

intervalle.
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En%,ona: lim Fy(x):Fy(%):Oet lim Fy (x)= lim 0=0.
1* 1 1”

X—>— X—— x——

Enl,ona: lim Fy (x)= lim1=1et lim F, (x)= Fy, (1) =0.
x—1-

x—1* x—1*

Premier bilan : la fonction Fy est bien continue sur R .

* Fy est-elle de classe C! sur R, sauf éventuellement en un nombre fini de points (ici,

enl etenl)?
2

1 1 o
Laclasse C! de Fy sur —00,5{ et sur }1,+ w[est acquise puisque Fy est constante

sur ces intervalles.

Laclasse C! de Fy sur %,1{ est acquise puisque Fy polynomiale sur cet intervalle.

N . . . . 1
Deuxieme bilan : la fonction F;, est bien de classe C! sur R, sauf peut-étre en 5 et en

1.
On peut conclure :

| Y est une variable a densité

s . ) XZ+1
e) D’apres la question 4a), on sait que : Y = 5
On sait que X possede un moment d’ordre 2 donc Y posséde une espérance.
2 1 1 1
Deplus,ona: E(X?)=V(X)+(E(X)) =—+—=—
Par linéarité de 1’espérance, on a : E(Y)=1E(X2)+l=lxl+l=l+l.
2 2 23 2 6 2
Bilan :
2
E(Y)=—
()=

f) La déclaration de fonction complétée est la suivante :
Function y : real ;
Begin
yi=(sqrx)+1)/2;
End ;

6) a) Puisque X —1 suit une loi exponentielle, on en déduit que (X - 1)(Q) =R, et, par
conséquent,ona: X (Q) = [1,+ 00[ .

Comme X ne prend que des valeurs supérieures ou égales a 1, le résultat de la premiere
questiondonne : ¥ =X .

X241

Remarque. Si X prend la valeur 1,ona Y = =1= X, ce qui est correct.

b) Comme Y = X , on a, par linéarité de 1’espérance :
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E(Y)=E(X)=E(X-1)+1

Laloide X -1 estlaloi exponentielle de parametre A donc E (X - 1) =% et ainsi :
E(Y)= L
A

De méme,on a: V(Y)=V(X)=V(X—1) donc :

1
=
¢) Ennotant Fy, et F; les fonctions de répartition de Wet U, on a, pour tout réel x :

V()

Fy (x):P(st):P(—%ln(l—U)s x)=P(n(1-U )= px)=P(1-U =z ¢).

La derniere égalité provient du fait que la fonction exponentielle est une bijection
croissante de R vers |0, + .
Onadonc: VxR, FW(x)=P(U sl—e‘“)=FU (l—e‘“) .
La fonction exponentielle est a valeurs dans 10, +o [ donc : 1 —e ™ < 1.

*Six=0,alors,comme A>0,0onae™ <1doul-e™ =0.
On déduit de ce qui précéde que O<l-e™<1. Or F, (z) =zsi0=z<1 donc, en
remplagant, on obtient :

Vx=0, Fy (x)=1-e™

*Si x<0,alors,comme A>0,0na e™>1,s0it - <0.
Or Fy (z) =0 si z <0, donc, en remplagant, on obtient :

Vx<0, Fy, (x)=0
Conclusion :

| W suit la loi exponentielle de paramétre A

La déclaration de fonction complétée est la suivante :
Function y (lambda : real) : real ;
Begin y : = —In(1 —random)/lambda ; End ;

7) a) D’apres la premiere question, on a, pour tout @ de Q :
% siX (co) <0

Y((o)= % siO<X(c0)<1

X(co) siX(co)al

On en déduit :

. 1
* Lorsque X prend des valeurs négatives ou nulles, Y prend la valeur 7
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1
* Lorsque X prend des valeurs entre O et 1, Y prend des valeurs entre B et 1 comme a la

question 4b).

* Lorsque X prend des valeurs supérieures a 1, Y prend des valeurs supérieures a 1
(puisque Y et X prennent les mémes valeurs).

Ainsi, on a bien :

y(g){%,m[

b) En analysant précisément les trois points ci-dessus, on voit que Y prend la valeur

1 . . L
E si, et seulement si, X prend des valeurs négatives ou nulles.

On a donc : P( =%J=P(X 50)=CD(0).Comme <D(0)=%,on obtient :

. 1
¢) Pour commencer, si x<§ ,ona: FY(x)=O.

Pour tout x supérieur ou égal a 5 la formule des probabilités totales associée au systeme

complet d’événements ([X 50},[0< X sl},[X >1}) s’écrit :
P(Y=x)=P(X <0)+P([Y sx]N[0< X <1])+P([¥ =x]N[X >1])

D’apres I’étude faite a la question 5a), on obtient :
X2 +1

P(y=x)=P([¥=x]N[X sO])+P[[

On adonc:

Fy (x)= P(X <0)+ P([-v2x-1s X sy2x-1]n[0< X 51])+P([sz]m[x >1))

Fy(x)=P(X <0)+ P(rnax(—\/2x—1,0) <Xs min(\/Zx—l,l))+ P([x sx]n[x >1])

Comme —/2x -1 =0, on peut simplifier la deuxieéme probabilité et on a :

Fy (x)= P(X 50)+ P(0< X s min(v2x—1.1)}+ P([x = 2]N[X >1])

sx}ﬂ[O<Xsl]J+P([sz]ﬂ[X >1])

A ce stade, il faut savoir si x est supérieur a 1 ou pas, afin de trancher pour la valeur du
max mis en jeu dans la deuxieme probabilité et pour savoir si la troisiéme probabilité est
nulle ou pas. .

*Si x=<1,alors min(\/2x—1,1)=\/2x—1 et P([X sx}ﬂ[X >1})=0 donc :
Fy(x)=P(X 0)+P(0< X s<2x-1)= P(X sy2x-1) = 0(v2x-1).
*Si x>1,alors min(\/2x—1,1)=1 et ([sz}ﬂ[X >1D=(1<X sx) donc :

Fy(x)=P(X<0)+P(0<X =<1)+P(l<X <x)=P(X <x)=0(x).
Bilan :
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Osix<l
2

FY(x)= (D(x/2x—1) si %sxsl

(D(x) six>1

1 :
d) Comme P( =Ej#0, Y n’est pas une variable a densité et comme

Y (Q) = {% ,+ 00{ , Y n’est pas une variable discrete.

e) Les variables U,,...,U,; sont indépendantes, suivent toutes la méme loi et ont une

( ( . . ( . s PN -
espérance égale a 3 et une variance €gale a o donc, d’apres le théoreme de la limite

< n
U -
1 £ 2

centrée, on sait que Z, =*= converge en loi vers une variable suivant la loi

n

12
normale (0, 1). Comme 48 est grand, on peut considérer ici que la variable aléatoire

48
48
ZUk - 7 (&
Zyg = kel & —(Z U, - 24} suit la loi normale centrée réduite.
48 2ia

12

Function y : real ;
Var k : integer ; aux : real ;
Begin
aux : =0
For k : =1 to 48 do aux : = aux + random ;
x:=(aux-24)/2;
If x<=0 then y:=1/2 else
Ifx<1 then y:= (x*x+1)/2 else y:=x;
End ;
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EPREUVE DE MATHEMATIQUES
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Concours d’admission sur classes préparatoires
Option scientifique

Présentation de I'épreuve :

» L'épreuve comportait, comme d'habitude, trois exercices et un probléme, ce qui permettait de juger
les candidats sur une partie conséquente du programme des classes préparatoires.

Le sujet balayait largement le programme en donnant, comme d’habitude, une place importante aux
probabilités (premier exercice et probleme).

La diversité des thémes abordés a permis a tous les candidats de s’exprimer et de montrer leurs
compétences, ne serait-ce que sur une partie du programme. Dans l'ensemble, les correcteurs ont
trouvé le sujet long, assez difficile et sélectif. La présence de nombreuses questions techniquement
difficiles ou abstraites a permis de bien apprécier, d’une part les capacités a mener un calcul
compliqué a son terme et d’autre part les capacités a raisonner des candidats : ceux d’entre eux qui
étaient bien préparés se sont trés bien démarqués alors que ceux qui I’étaient moins ont montré leurs
faiblesses théoriques ainsi que leur mauvaise maitrise des techniques de base.

* L'exercice 1 proposait le calcul de I’intégrale jo dt aI’aide de la convolution des carrés

1
Ji(x—1)

de deux variables aléatoires suivant la loi normale centrée réduite.

Cet exercice, assez simple (il y avait plusieurs questions de cours) a permis a presque tous les
candidats de marquer quelques points malgré de nombreuses fautes sur la stabilité de la loi gamma
pour I’addition.

* L'exercice 2 présentait I’application £ qui a toute matrice M de M, (R) associait :
f(M)=Tr(A)M -Tr(M) A
ou 4 est une matrice donnée de M, (R).

Cet exercice, a révélé quelques failles dans les connaissances de nombreux candidats qui assénent
que Tr (M) estun élément de M ,(R) ou que la dimension de M ,(R) est égale a n, ou méme que, si
Tr(A)M =Tr(M) A, alors M = A, ce qui est faux. En dehors de ces grosses fautes, trop souvent lues,

les correcteurs ont pu mesurer a quel point I’algébre linéaire pose probléme aux candidats dés qu’il
s’agit de manipuler les concepts (par exemple, pour la détermination de la dimension du noyau de
I’application Trace).

* L'exercice 3 sur le programme d’algebre bilinéaire et d’analyse, avait pour objectif de déterminer le
réel A défini par :

+o0
A= inf (1! xtt y)?e’dt

(x,y)e

Ce calcul était fait de deux fagons différentes : d’abord en utilisant le théoréeme de minimisation par
projection orthogonale et ensuite en cherchant le minimum global d’une fonction de deux variables.
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Cet exercice a été abordé avec des fortunes diverses, certains candidats ayant visiblement trés peu
de connaissances sur cette partie portant exclusivement sur le programme de seconde année. Beaucoup

ignorent la fonction Gamma d’Euler et ne connaissent pas la valeur de F(k +1)= I 0+OO the’ dt.

Les correcteurs ont eu la surprise de voir certains candidats ne pas savoir développer correctement
(> —xt — y)?, ce qui portait un grave préjudice a la suite de leur composition.

* Le probléme, portant sur le programme de probabilités, mais sur la partie "variables a densité", avait
pour but d’étudier une variable aléatoire Y définie en fonction d’une variable aléatoire X par :

Y (o) =I;max( X(w), t) dt

Le probléme a dérouté quelques candidats du moins dans les deux premiéres questions, mais comme
les résultats difficiles a établir étaient donnés, les plus valeureux ont pu (et souvent de belle manicre)
tirer leur épingle du jeu dans la suite.

On a beaucoup lu, donnée sans aucun argument, I’égalité : P(X? <2x—1)= P(X <~N2x— 1) .

La superficialité des connaissances de nombreux candidats les a conduits a trouver des fonctions de

répartition farfelues ou définies seulement sur I’intervalle §5,1 §

Statistiques :

* Pour I’ensemble des 3856 candidats ayant composé, la moyenne obtenue a cette épreuve est égale
a 11,44 sur 20 (supérieure de 0,1 point a celle de I'année derniere) et I’écart type vaut 5,98 (Iégerement
inférieur a celui de I'année derniere).

* 31,4 % des candidats ont une note strictement inférieure a 8 (13,7 % ont une note inférieure a 4).
Le nombre de copies tres faibles (note inférieure a 4) est stable par rapport a I’année derniere.

* 21 % des candidats ont une note comprise entre 8 et 12 (1 point de plus que I’année derniere).

* 28,5 % des candidats ont une note supérieure ou égale a 16 (1 demi point de plus que I’année
derniére).

Conclusion :

Les copies sont, dans l'ensemble, bien présentées et bien rédigées, malgré la présence d'un nombre non
négligeable de candidats qui sont adeptes des réponses floues et pas toujours argumentées. Il faut
savoir que les correcteurs attendent des preuves et pas seulement des affirmations.

Le niveau moyen est un peu plus élevé que I’année derniére alors que le nombre de candidats est plus
important (3856 contre 3609 1’année derniére) : peut-étre n’étaient-ils pas tous tout a fait préts.

L’épreuve était, comme par le passé, exigeante, et beaucoup de candidats s’en sortent avec les
honneurs (les correcteurs les félicitent), mais il faut tout de méme noter qu’un nombre considérable
d’entre eux sont incapables de donner la valeur de 6!, beaucoup connaissent mal la loi gamma et un

grand nombre écrivent P( X? %X) =P( X %FX) , ce qui est faux, voire méme délirant lorsque cette

égalité est écrite pour tout réel x.

Cette année, nous notons une forte recrudescence de candidats ayant osé suggérer a tort que 1’énoncé
était bancal ou faux (ceci s’expliquant par le fait que les candidats en question ne savaient pas
suffisamment bien leur cours) : ces candidats donnent d’eux une image trés négative et montrent qu’ils
manquent sérieusement d’humilité : qu’en sera-t-il en école, puis en entreprise ?

Rappelons, comme d’habitude, que I’honnéteté, la simplicité, la précision et la rigueur sont des vertus
attendues par tous les correcteurs sans exception, et qu’une bonne réponse est toujours une réponse
construite rigoureusement.



